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中文摘要
中文摘要
本文主要考虑以下初边值问题8>><>>:
@u
@t
 u = f(x)
(1 u)2 ; x 2 
;
u(t; x) = 0; x 2 @
; u(0; x) = u0(x); x 2 
;
其中，f(x) 描述了一类理想化的静电微机电系统 (MEMS) 模型中的弹性薄膜的介电常
数剖面， > 0 与施加在系统上的电压相关。我们首先给出该问题的数学建模过程，采
用差分方法为其构造了半隐式和隐式格式，并基于椭圆问题的解的性质，借助于上解-
下解定理，证明了方程中的参数  满足合理要求时，该问题的解是有界的，并且单调
地、逐点地收敛于椭圆问题的极小稳态解 u (当 t! +1)。最后，我们给出具体的计
算实施过程和数值算例，在验证了理论结果的同时，还通过对不同初始条件的探讨观
察到初始条件对问题的解存在一定的影响。
关键词：微机电系统(MEMS)；上解-下解理论；吸附电压；极小稳态解；触地现象
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Abstract
Abstract
Our aim in this paper is to study the initial and boundary value problem modelling
electrostatic Micro-Electromechanical Systems(MEMS):8>><>>:
@u
@t
 u = f(x)
(1 u)2 in 
;
u(t; x) = 0 on @
; u(0; x) = u0(x) in 
;
where f(x) describes the permittivity prole of the elastic membrane and  > 0 character-
izes the applied voltage. We rstly give the mathematical modeling of the problem, and
we prove, both for semi-implicit and implicit schemes, that under several assumptions,
the solutions are monotonically and pointwise converge to the minimal stable solution of
corresponding elliptic partial dierential equation. We also give numerical simulations
which illustrate the behavior of the solutions with dierent schemes and dierent initial
conditions, as well as the touchdown phenomenon.
Key words: MEMS; super/sub-solution theory; pull-in voltage; minimal solution; touch-
down phenomenon
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第 一 章 引言
1.1 物理背景和研究现状
微机电系统(MEMS: Micro-Electromechanical Systems)是指将机械构件、光学系
统、驱动部件、电控系统通过微电子技术和微加工技术相结合的方式加工构造而成
的微型系统。这种系统不仅能采集、处理和发送信息或指令，还能按照所获取的信息
自主地或根据外部指令采取行动。1959年，Feynman 在一次题为:“There's plenty of
room at the bottom” [1]的演讲中提出，未来的科技会使各类事物更精细小巧，包括信
息储存器、更高精的显微镜、微型计算机和微型机械等。二十几年后，Feynman [2]重
新描述了基于静电驱动技术和原子- 电子级的量子计算可使这些装置更精密、规模可
达微米级甚至纳米级别。Feynman 的思想对于微机电系统（MEMS）和纳米机电系统
（NEMS）这些当代科技注入了血液和灵感。自 1980 年代以来，MEMS 已迅速发展成
为现代传感器的重要组成部分，如安全气囊传感器的加速计、生物传感器、制导武器、
微型阀等。这些装置如今已被广泛地应用于各类仪器中。
我们所感兴趣的一类理想化装置由涂有导电层的弹性薄膜和导电板构成。弹性薄
膜在被施加电压时会向导电板发生形变，且初始情况下弹性薄膜位于水平面 0，而导电
板位于水平面+1。Pelesko 和 Bernstein 在 2000 年（文献 [3]）提出了关于这类理想化
的静电 MEMS 装置的数学模型：
@u
@t
 u = f(x)
(1  u)2 ; (x; t) 2 
 (0; T );
u(t; x) = 0; x 2 @
; u(0; x) = 0; x 2 
;
(1-1)
这里的 
 表示导电板所占据的区域； = cV 2 > 0, 其中 c 为常数，V 为实际施加在装
置上的电压；f  0 且 f 6 0, 描述弹性薄膜的介电常数剖面；(1  u) 是弹性薄膜与导
电板之间的距离。由方程 (1-1) 可以看出，MEMS 数学模型方程研究的难点在于该方
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程带有奇异性，即，当  的取值大于某个阈值时, 方程的解将在有限时间内达到奇异值
1，在物理过程中表现为突弹跳变现象，也称触地现象。这种不稳定的行为在很大程度
上影响了MEMS 装置的设计。这里的阈值被称为吸附电压，记作 ，具体定义为
定义 1.1： 我们称由
(
; f) = supf > 0 j 问题 (1-1) 对应的椭圆问题具有至少一个解g (1-2)
定义的  为吸附电压。
定义 1.2： 称
T = sup

t > 0 j 当 s 2 [0; t]; sup


u(; s) < 1

(1-3)
为淬火时间。
定义 1.3： 淬火集  为：
 =

x 2 
 s:t: 9 (xn; tn) 2 
 (0; T ); xn ! x; tn ! T; u(xn; tn)! 1
	
: (1-4)
有关 MEMS 问题的研究大致有如下几个核心问题:
1. 吸附电压  的估计；
2. 对于与时间相关的 MEMS 问题的淬火时间 T 的估计（当  > ）；
3. 淬火集  的几何/拓扑性质；
4. 介电常数剖面 f(x) 对于 , T 和  的影响；
5. 淬火解的渐近行为；
6. MEMS 椭圆问题和抛物问题的解的全局结构。
对于问题 1，文献 [4], [5] 与文献 [6] 中给出了一些估计。如文献 [6] 提到，若介电
剖面 f  0 且连续时，并令  表示相应的椭圆问题的解，那么有如下估计
4
27
 1k k1  
  1
3
 1k k1 ;
2
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其中，两个常数 4
27
和 1
3
分别为无量纲化的吸附电压和吸附距离（在一些装置的设计
中，人们需要在稳定状态下达到最大可能的形变量，该量被称为吸附距离）。文献 [5]
给出相应的椭圆问题的吸附电压  的上界和下界估计，并提出当  <  时，椭圆问
题至少拥有一个稳态解；若  > ，椭圆问题没有稳定解。此外在该文献中，作者还
证明了椭圆问题极小解的一些重要性质，而这些性质，如正则性，稳定性，唯一性等，
以及对  的上界和下界的估计都依赖于空间的维数和介电常数剖面 f(x)。此外，文
献 [4] 和 [5] 中陈列了对于圆盘或方形区域和指数型或幂次型介电常数剖面的  的数
值结果，其中，数值计算的方法结合了利用 BVP 解法 COLSYS （文献 [7]）求解边值
问题与 Newton 法确定鞍点。同时这些文献中也有对于问题 2，3，5 的探讨。在现今
的材料技术下，弹性薄膜的介电常数剖面 f(x) 可以是多样化的，那么 f(x) 与 ，T
和  的关系便在一定程度上影响着对于弹性薄膜材料特性的选择。文献 [3] 与 [8] 及其
参考文献对该问题有着详细的探讨，同时这些文献的工作也保证了我们后文中对于介
电常数剖面 f(x) 作出的假设的合理性。对于问题 6，文献 [4] 中阐述并详细证明了当
u(0; x) = 0 时，存在  > 0 使得如果 0    ，那么问题 (1-1) 拥有唯一解，并且
该解在 t ! +1 时全局单调且逐点地收敛于其对应椭圆问题的唯一极小稳态解。而如
果  > ，问题 (1-1) 的解会在有限时间内达到奇异值 1，即产生触地现象，文献 [4]
和 [9] 等中对此均有探讨。
在此基础上，若我们考虑弹性薄膜的电容，对应的椭圆问题变成非局部问题8>><>>:
 u = f(x)
(1 u)2
 
1 +
R


dx
1 u
 2
; x 2 
;
u(x) = 0; x 2 @
; 0 < u < 1; a:e: 在 
 中:
(1-5)
文献 [10]，[11] 和 [12] 中，作者对这类问题及其对应的抛物方程进行了讨论。文献 [3]
中还提供了许多别的模型，比如与问题 (1-5) 相对应的四阶非局部非线性模型：
 u+ 2u = 
(1  u)2

1 + 
Z


dx
1  u
 2
; x 2 
;
该问题描述的是静电制动装置中充电板的形变。然而，有关于四阶问题的研究结果并
3
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不太多，对于介电常数恒等于 1，且 = 0 的情形，文献 [13] 给出了吸附电压和问题解
的存在性，以及方程的解与  的关系的讨论；文献 [14] 中指出当电压正好等于吸附电
压时，方程的解是唯一且正则的；文献 [15] 针对单位圆形区域给出了该问题的数值试
验。
此外，为方便数学研究，一些学者将方程抽象成
 u = 
(1  u)p ; 或  u = f(x)g(u);
其中，p > 0，以及四阶问题 8><>:
2u = f(u) x 2 
;
u = u = 0 x 2 @
:
文献 [16]-[17] 等对这些引申的数学问题进行了深入探讨。
1.2 本文主要工作
从 MEMS 问题的研究现状，我们可以看出理论结果已有较多进展，然而数值结果
却有待探索。本文着眼于第 6 个核心问题，从理论分析和数值测试两方面对 MEMS 问
题的全局解结构进行研究。
在第二章中，我们首先给出所研究的问题的数学建模过程，引入上解和下解的定
义，以及在后文的理论分析中至关重要的上解- 下解定理。此外，本章还陈列了一些关
于 MEMS 问题的基本结论和定理。本文的第三章，针对半隐式和隐式格式，我们证明
了在满足合理假设的情形下，MEMS 问题的解是有界且单调收敛的。第四章中，我们
详细地陈述了计算实施策略，并给出数值结果。这些数值结果在支撑第三章的理论分
析的同时，也体现出初始条件对于解也具有一定影响。
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第 二 章 MEMS模型的建立及基本结论
2.1 MEMS数学模型的建立
图 2.1 理想化静电 MEMS 装置
首先我们介绍MEMS问题的数学建模过程 [4]。考虑上图所示的理想化静电装置，
装置的上半部分是边界固定的可形变弹性薄膜，该薄膜为厚度有限的绝缘体，而膜的
上表面有厚度可忽略的金属导电涂层。装置的下半部分为与初始状态的薄膜相平行的
刚性底板。当对金属导电涂层施加电压 V 时，薄膜会向底部板发生形变。记薄膜和导
电板之间的初始距离为 d，导电板的直径为 L，记施加电压时，弹性薄膜与导电板的距
离为 w^ = w^(x0; y0; t0)。首先我们不考虑静电问题，而考虑物理过程中的动能 Ek、阻尼
能 Ed 和势能 Ep 的总和，记为
S =
Z t02
t01
Z

0
Ldx0dy0dt0 = Ek + Ed + Ep; (2-1)
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第 二 章 MEMS模型的建立及基本结论
其中，
0 代表导电板所在的区域。记  为薄膜的密度，A 为薄膜的厚度，那么动能
Ek =
A
2
Z t02
t01
Z

0
w^2t0dx
0dy0dt0: (2-2)
令 a 为阻尼常数，那么阻尼能
Ed =
a
2
Z t02
t01
Z

0
w^2dx0dy0dt0: (2-3)
而势能为拉伸能和弯曲能的总和，记 r0 和 0 是关于 (x0; y0) 的微分算子， 为弹性薄
膜的张力，D 为弹性薄膜的抗弯刚度，经过对拉伸能和弯曲能的线性化（文献 [4]），
有
Ep =  
Z t2
t1
Z

0
(

2
jr0w^j2 + D
2
(0w^)2)dx0dy0dt0: (2-4)
结合 (2-2)，(2-3) 和 (2-4)，可得
L = A
2
w^2t0 +
a
2
w^2   (
2
jr0w^j2 + D
2
(0w^)2):
为了极小化 S，我们使用 Hamilton 原理（详见附录），得到 w^ 满足
A
@2w^
@t02
+ a
@w^
@t0
  0w^ +D02w^ = 0: (2-5)
然后，我们将静电作用加入考虑。令弹性薄膜的电容率 "2 = "2(x0; y0)，真空电容率为
"0。进一步地，假设电场施加在弹性薄膜上的力与静电势梯度的范数的平方是成正比
的，且使得弹性问题的解与静电问题的解耦合。记静电势为 ，于是我们有:
A
@2w^
@t02
+ a
@w^
@t0
  0w^ +D02w^ =  "2
2

jr0j2 + ( @
@z0
)2

: (2-6)
上式的右端项为电场力。现在，我们对问题 (2-6) 进行无量纲化处理后可得
2
@2w
@t2
+
@w
@t
 w + 2w =  

"2
"0

2jr j2 + (@ 
@z
)2

; (2-7)
6
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and Dissertations Database”. Full
texts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on http://etd.calis.edu.cn/ and submit
requests online, or consult the interlibrary loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn for delivery details.
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
